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Zur Theorie der Supraleitung

Von WERNER HEISENBERG
Aus dem Max-Planck-Institut der Kaiser-Wilhelm-Gesellschaft, Gottingen
(Z. Naturforschg, 2a, 185—201 [1947]; eingegangen am 20. September 1946)

Durch die Uberlegungen in Kap.1 wird zunichst festgestellt, daf die Coulombsche
Abstofung das Verhalten des ,Fermi-Gases” der Leitungselektronen im Metall ent-
scheidend beeinfluBit. Zwar spielt diese AbstoBung keine allzu wichtige Rolle fiir die
Elektronen, deren Energie kleiner ist als die Grenzenergie des Fermi-Gases. Aber
gerade die Elektronen mit der Grenzenergie, also die relativ wenigen Elektronen, die
fir die spezifische Wirme maflgebend sind, werden durch die lange Reichweite der
Coulomb-Krifte so stark in ihrem Verhalten beeinflufit, daB fiir sie das Fermi-
Gas keine Approximation mehr ist und daB hier mit einer Ordnung auf weite Abstinde
gerechnet werden mufl. Fiir diese Ordnung wird in Kap.2 ein Modell versucht, dessen
mathematische Durchfiihrung allerdings noch unbefriedigend ist; aber vielleicht treffen
die qualitativen Ziige dieses Modells (logarithmische Abhingigkeit der potentiellen
Energie von der Dichte der geordneten Phase usw.) schon das Richtige. In den Kap. 3
und 4 wird dann gezeigt, daf} das thermodynamische und das elektrische Verhalten eines
Supraleiters von einem solchen Modell aus qualitativ verstanden werden kann. Wenn
diese Uberlegungen, die im ganzen mehr ein Programm als eine Theorie sind, die Ur-
sachen fiir die Supraleitung an der richtigen Stelle suchen, so sollte die Supraleitung
ein ganz allgemeines Phédnomen bei allen echten Elektronenleitern sein und nicht an
sehr spezielle Bedingungen, wie etwa innere d- oder f-Zustinde (so wie beim Ferro-
magnetismus) und dergl.,, gekniipft sein. Jedoch ist zu erwarten, daf die Sprungtempera-
turen verschiedener Leiter sich eventuell um mehrere, vielleicht manchmal viele
Grofenordnungen unterscheiden; die Sprungtemperaturen sollten um so héher liegen,
je dichter die mafigebenden Energiebéinder mit Elektronen besetzt sind (d. h. je schméler
die Bénder sind); also gerade relativ schlechte Leiter sollten hohe Sprungpunkte haben.
Ferromagnetische Metalle sollten nicht supraleitend werden konnen, da die Ordnung der
supraleitenden Phase nach dieser Theorie auf der Coulombschen Wechselwirkung von
Elektronen entgegengesetzter Spinrichtung beruht. Der Meifiner-Ochsenfeld-
Effekt ist nach den hier beschriebenen Uberlegungen eine Folge des zweiten Haupt-
satzes und deutet nicht auf irgendeine besondere Beziehung zwischen Supraleitung
und Diamagnetismus hin.

dhrend die meisten Eigenschaften der Ma-

terie im groflen durch. die Atomtheorie
wenigstens qualitativ erklirt werden konhen,
fehlt fiir das Phéinomen der Supraleitung bisher
eine befriedigende Deutung. Zwar geben die von
F.London®aufgestellten und von M.v. Laue?
ausfiithrlich behandelten Gleichungen eine aus-
reichende phénomenologische Beschreibung des
elektrodynamischen Verhaltens der Supraleiter,
und auch die thermodynamische Seite des Pro-
blems ist durch die Arbeiten von Gorter?® im

! F.London, Une conception nouvelle de la supra-
conductibilité, Paris 1937; Nature [London] 140, 796,
834 [1937].

? M. v. Laue, Ann. Physik (5) 32, 71, 253 [1938].

wesentlichen gekldrt worden. Aber es gibt bisher
keine befriedigende atomtheoretische Erklirung
fiir das Phanomen selbst, es ist nicht einmal még-
lich gewesen, ein Modell sich auszudenken, das
mit Sicherheit die Eigenschaften des Supraleiters
besiafie. R. de Lar Kronig* hat schon vor
lingerer Zeit den Gedanken ausgesprochen, daf
die Elektronen sich im Supraleiter zu einer Art
Kristallgitter ordnen kénnten und dafl ein solches
bewegtes Gitter keinen Widerstand im Metall er-
fithre; aber er hat dieseh Gedanken nicht wirk-
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lich durchfiihren konnen und spéter angenom-
men, daB es sich um die Ordnung in linearen
Ketten handeln soll. H. Welker?® hat im An-
schluf an LLondon?! versucht, von der Ahnlich-
keit des Supraleitungsstromes mit dem fiir den
Diamagnetismus mafgebenden Strom auszugehen.
Tatséchlich wiirde man die Supraleitung ver-
stehen konnen, wenn es irgendein Modell gibe,
bei dem sich die- Wellenfunktion bei Einschalten
eines Magnetfeldes nicht merklich dndert. Dann
wiirde namlich in dem iiblichen Ausdruck fiir den
Strom

o dnef s oad e #l
8= o |V 8 wgradwl
62%[ .
—"’lc vy

nur der zweite Teil einen Beitrag liefern, und der
hiingt vom Magnetfeld genau in der von London
geforderten Form ab. Aber auch Welker hat
kein Modell angeben koénnen, das diese Eigen-
schaft sicher besitzt; er hat angenommen, daf
magnetische Austauschkriifte unter Umsténden
diese Wirkung hervorbringen konnen.

Auch die vorliegende Arbeit kann keine wirk-
lich ausgearbeitete Lisung fiir das offenbar sehr
schwierige Problem der Supraleitung vorschla-
gen; sie beabsichtigt vielmehr nur, auf einen be-
stimmten Zug in der Theorie der metallischen
Leiter hinzuweisen, der bisher iibersehen worden
ist, und der vielleicht die Stelle bezeichnet, wo
man nach einer Erkliarung fiir die Supraleitung
suchen soll. Dabei soll von der folgenden Uber-
legung ausgegangen werden: Die Leitungselek-
tronen im Metall konnen in einer gewissen Nihe-
rung als ein Gas aufgefalt werden, das der
Fermi-Statistik geniigt. Diese Elektronen er-
fiillen im Impulsraum néherungsweise eine Kugel,
wenn nur ein relativ kleiner Bruchteil des be-
treffenden Energiebandes aufgefiillt ist, oder sie
lassen niherungsweise eine Kugel von ,,LLochern®
iibrig, wenn das Energieband nahezu aufgefiillt
ist. Bei den tiefen Temperaturen, bei denen
Supraleitung eintreten kann, spielen sich alle Vor-
ginge nur in einer diinnen Oberflichenschicht
dieser Impulskugel ab. Denn die weiter innen lie-
genden Elektronen kénnen wegen des Pauli-
Prinzips keine Ubergiinge mit kleinen Energie-
anderungen ausfiihren, da die umgebenden Zu-
stinde besetzt sind, und Uberginge mit grofien

5 H Welker, Physik. Z. 39, 920 [1938].
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Energieinderungen kommen bei tiefen Tempera-
turen praktisch nicht vor. Dies gilt z. B. fiir die
spezifische Wirme oder fiir die gewéhnliche elek-
trische Leitung, und man kann abschitzen, daf
bei 1° K nur noch etwa der 10¢-te Teil aller Lei-
tungselektronen an der spezifischen Wérme wirk-
lich beteiligt ist. Da die Energiebetriige, die beim
Ubergang in die supraleitende Phase frei werden,
ebenfalls sehr klein sind, kann auch die Supra-
leitung nur mit einer Besonderheit im Verhalten
dieses minimalen Bruchteils aller Leitungselek-
tronen zusammenhingen. Alle Elektronen in der
diinnen Oberflichenschicht der Impulskugel be-
sitzen praktisch den gleichen, von Null verschie-
denen Absolutwert des Impulses und damit die
gleiche absolute Geschwindigkeit. Sobald nun
durchirgendwelche Wechselwirkungen eine gegen-
seitige Ordnung dieser Elektronen im Koordina-
tenraum hervorgerufen wird, liegt es nahe,
anzunehmen, dafl auch dieses geordnete System
von Elektronen eine gemeinsame Geschwindigkeit
und damit einen Strom besitzt. Moglicherweise
kann also durch die Wechselwirkung erreicht
werden, daf der thermodynamisch stabilste Zu-
stand bei tiefen Temperaturen eben éin solcher
geordneter Zustand mit Strom ist, was natiirlich
zu Vorgingen Anlaf geben miilite, die denen bei
der Supraleitung zum mindesten sehr &hnlich
sind. Daher entsteht die Aufgabe, zu untersuchen,
ob nicht die Elektronen an der Oberfliche der
Impulskugel durch ihre Wechselwirkung in einen
geordneten Zustand iibergehen kénnen. Die bei
weitem stirkste Wechselwirkung ist die elektro-
statische AbstoBung der Elektronen; deren Wir-
kung soll daher im folgenden vor allem unter-
sucht werden.

1.Die Coulombsche Wechselwirkung
im Fermi-Gas der Leitungselektronen

a) Die Ladung der Leitungselektronen gibt, zu-
sammen mit der Ladung der iibrigbleibenden
Tonen, Anlafl zu einem mittleren elektrischen Feld,
das in der iiblichen Weise aus der Gleichung
div € = 4% bestimmt wird, wobei o die mittlere
Ladungsdichte bedeutet, die von Elektronen und
Tonen hervorgerufen wird und in der Regel (zum
mindesten im Mittel) verschwindet. Dieses mitt-
lere Feld wird durch die elektrodynamischen
Gleichungen richtig beriicksichtigt und kann nicht
Anlal zu irgendwelchen Ordnungsphédnomenen
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geben. Anders ist es aber mit der Abweichung des
Feldes vom Mittelwert. Diese Abweichung kann
die Wellenfunktion 'des Systems so beeinflussen,
daf die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron in der
Nachbarschaft eines anderen zu finden, verrin-
gert wird, und durch diesen Effekt kann eine ge-
wisse Ordnung der Elektronen hervorgerufen
werden. Allerdings wird man diese Ordnung viel-
leicht nicht im gewdhnlichen Raum — etwa als
Elektronengitter — beschreiben kénnen, vielmehr
wird gerade die Kopplung der Elektronen im Kon-
figurationsraum fiir dieses Ordnungsphénomen
charakteristisch sein. ’

Um einen Anhalt dafiir zu bekommen, in wel-
cher Richtung die Abweichung der Wellenfunk-
tion von der des einfachen F ermi- Gases liegen
kann, werden wir eine Stérungsrechnung durch-
fithren, in der das Fermi-Gas am absoluten
Nullpunkt als Ausgangsléosung verwendet wird
und in der die Coulomb-Kraft als kleine Sto-
rung betrachtet werden soll. Allerdings wird sich
dabei charakteristischerweise herausstellen, daf
die Storungsrechnung nicht konvergiert; aber die
Art, wie die Storung die Wellenfunktion beein-
flult, kann als Wegweiser fiir die spéteren Unter-
suchungen dienen.

Wir nehmen fiir die folgenden Rechnungen an,
daB das Energieband der Leitungselekironen nur
wenig aufgefiillt ist, so daB die Energie E der
Elektronen mit ihrem Impuls p durch die iibliche
Gleichung

E=p*/2m W

verkniipft ist. m bedeutet die fiir das betreffende
Energieband charakteristische effektive Masse der
Elektronen. Der Radius P der Kugel im Impuls-
raum, die von Elektronen erfiillt ist, hangt mit
der rdumlichen Dichte n der Elektronen durch die
Gleichung
8w P3
=3 W @
zusammen. Die Coulombsche Wechselwirkung
gibt zu Ubergangselementen der Stérungsenergie
AnlaB, bei denen ein Elektron seinen Impuls von
p,” mach p,”, und ein zweites Elektron seinen
Impuls um die entgegengesetzt gleiche Differenz
von p,” nach p,” éndert. Fiir den Ubergang mufl
also gelten:

pll + pz, = p1”+ pal, ’ -(3)

und das betreffende Ubergangselement lautet:
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Allerdings hat das Ubergangselement nur dann
diesen Wert (4), wenn die Zustéinde p,” und p,”
auBerhalb der Kugel vom Radius P liegen; denn
sonst wiren diese Zustdnde besetzt, und die Uber-
gangselemente wiirden verschwinden. Wenn man
die Impulsdifferenz

b

vorgibt, so miissen also P, und p,” in solchen
Gebieten der Kugel liegen, daB p,"+g und p," —g
auBerhalb derKugel liegen; fiir sehr kleine Werte
von ¢ sind also p,” und p,” auf eine diinne Ober-
flichenschicht der Kugel beschrankt.

Wenn man die Energie des Gases im gestorten
Zustand berechnen will, so braucht man zunéchst
die Storungsenergie erster Ordnung, die durch
den Mittelwert des Storungsoperators iiber das
ungestorte System gegeben ist. Dieser Mittelwert
verschwindet hier, weil das Metall im ganzen
elektrisch neutral sein soll. Fiir das hier gestellte
Problem ist also erst die Storungsenergie zweiter
Ordnung wichtig, die nach einer bekannten For-
mel der Quantenmechanik durch den Ausdruck

_ | Ho.e |*
Wi=—2g ®
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- pll =g (5)

gegeben ist. Hierin bedeutet H , das Ubergangs-
element der Stérungsenergie vom Zustand 0 zum
Zustand k, E, und E, sind die zugehorigen un-
gestorten Energiewerte. In (6) wird iiber alle
moglichen angeregten Zustinde summiert. Die
angeregten Zustéinde des Gesamtsystems sind in
unserem Fall durch drei Impulse charakterisiert:
die beiden Impulse p," und p,’, denen je ein Elek-
tron ,,entzogen‘ wird, und den Impuls g, der durch
die Beziehungen

p=p"+8 P=p"—4g ™

angibt, welche Impulse nun ein Elektron erwor-
ben haben. Im angeregten Zustand p,’, ,’, g fehlt
also in der Fermi-Kugel je ein Elektron an
den Stellen p,’, ,’, und es findet sich aulierhalb
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der Kugel je eines an den Stellen p,"+ g und man, wenn man die Impulskugel vom Radius P

P, —ag. zum Schnitt bringt mit einer zweiten Kugel vom
Der Nenner der Formel (6) ist demnach ge- gleichen Radius, deren Mittelpunkt gegen die
geben durch: erste um — g verschoben ist (vergl. Abb.1). Fiir

die Integration ist es zweckmiBig, die zu g paral-
E. —LE= [(p1 —p,) g+ g] (8) lelen Komponenten von p,” und p,” als Variable

I P m . . . . 2 N
einzufiihren und die zugehorigen erlaubten Fli-
chen im Impulsraum zu berechnen. Der kleinste

Endeires ot Wert der Parallelkomponente von p,” ist offenbar
—@/2, ebenso ist der grofte Wert der Parallel-
o komponente von p,: + g/2. Man fithrt daher
S - zweckmilig ein:
_y ’ * ’
x=p1”+g/2, y=~p2”+g/2- )
Dann kénnen # und y nur positive Werte anneh-
Abb. 1. men. Die Energiedifferenz (8) wird:

Die Summation iiber k in (6) wird hier eine Inte-
gration iiber die drei Impulse p,’, p,’, 6. Da das
Matrixelement (4) nur von g abhéngt, fithrt man ~ Man entnimmt aus der Abb.1, daB die zu z und y
die Integrationen iiber p,” und p,” zweckmébBig gehorigen ,erlaubten” Flichen f(x) bzw. f(y)
zuerst aus. Das erlaubte Gebiet fiir p,” erhalt die folgenden Werte haben:

E, .. —E= é%«(a:—k Y. (10)

f(x) = 7w [P?*— (x — g/ 2)?] tir P— ¢/2 <Lz L P+g/2 11)
0 fir P+ ¢9/2 <.

Die gleichen Beziehungen gelten fiir f(y).

Zur Ableitung der Stérungsenergie (6) fithren wir also zuniichst die Integration iiber p,/ und p,’
aus und berechnen das Integral:

I f del -2dyp,’ _ 4m dxdyf(x)f(;z/).
hb (E, Ey) g h® x+y

(12)

Die Faktoren 2 in 2/h? rithren davon her, daB jeder Zustand im Inneren der Impulskugel dop-
pelt besetzt ist. Dagegen wird die spitere Integration iiber g nur den Faktor A—3 mit sich fiih-
ren, da die Coulomb-Kraft nur Uberginge vermittelt, bei denen sich der Spin des Elektrons
nicht éndert.

Fiir das Integral (12) findet man nach etwas umstindlichen elementaren Rechnungen:

; Pig/2
9 ps - 4 2 4 B e
[3..Plg(1 4P,)+g(3OP 5Pg+89)g —

2m x? + 58 P? 2—‘3 P80 PPyt lg2| flirg 2P, -
- 1591{6‘“[3 \ , ( 4P2) w1 §—2P
9 2 _ 3 - 2 J ==
9% (g 20 P Ig (1 +8P%(by 4P)lg‘g—{—2P
—{—41’)2_93—{—8891)4 firg>2P.

Fiir sehr kleine und sehr grofie Werte von g geht (13) iiber in:
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52
2 mE pig(1—lg?) furg<2 P,
~) 64 ma? P° B
l—g— W g firg > 2 P.

Das Matrixelement H,, wird nach (4), etwa
durch Integration iiber p,”:

(15)

Bezeichnet man die Energiedichte des Fermi-
Gases mit u, so erhilt man schlieflich nach (6)
als Storungsenergiedichte zweiter Ordnung

/'47[(; dg I(g)-(4ﬂe2ﬁ'2
92

=4T[62 ﬁ2/g‘2.

059,928

I

Dieses Integral divergiert bei kleinen Werten von
g logarithmisch, es verhiilt sich [nach (2), (14)
und (16)] dort wie

16 *
ii(l—lg?)nj%. (17)

Dagegen konvergiert das Integral bei grofien Wer-
ten von g. '

Dieses Ergebnis bedeutet zunichst, dal die
iibliche Wellenfunktion des Fermi-Gases am
absoluten Nullpunkt keine brauchbare Approxi-
mation fiir den tiefsten Zustand des Systems
darstellt. Die von den Coulombschen Kraf-
ten herrithrenden Stérungen bewirken zwar,
soweit sie von den inneren Elektronen der Impuls-
kugel herriihren, nur eine endliche Anderung der
Energie; aber die unmittelbar an der Oberfliche
der Impulskugel liegenden Elektronen werden
durch die auf weite Abstinde wirkende Cou-
lomb-Kraft so stark gestort, dall die wahre
Wellenfunktion hier offenbar qualitativ von der
ungestorten abweicht. Man wird also zu der Ver-
mutung gefiihrt, dal durch die grofe Reichweite

Uy ~
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der Coulomb-Kriifte die an der Oberfliche der
Impulskugel liegenden Elektronen irgendwie an-
ders geordnet werden konnen; dabei diirfte es
sich nur um eine sehr diinne Oberflichenschicht
handeln, da das Integral (17) nur sehr schwach,
namlich logarithmisch, divergiert.

b) Um einen Anhaltspunkt dafiir zu bekom-
men, von welcher Art die Ordnung sein kann, die
hier moglicherweise von den Coulomb-Kriften
hervorgerufen wird, ist es zweckméBig, die durch
die Storung hervorgerufene Veranderung der
Wellenfunktion zu studieren.

Nach bekannten Formeln der Quantenmechanik
lautet die Wellenfunktion des gestorten Systems
in erster Ndherung:

Hko
=y, — ), (18
¥ Yo % Ek - Eo Vi )
wobei 1, und vy die ungestorten Wellenfunktio-
nen der betreffenden Zustéinde sind. y, und vy,
sind die bekannten antisymmetrischen Wellen-
funktionen, die von den Orts- und Spinkoordina-
ten siamtlicher Elektronen abhingen.Die anschau-
liche Bedeutung der in (18) angegebenen Ver-
anderung der Wellenfunktion erkennt man am
besten, wenn man nach der Wahrscheinlichkeit
w (x,, t,) fragt, ein Elektron an der Stelle r, zu
finden, wenn man weil, dal ein anderes Elektron
an der Stelle r, ist. Man muB zu diesem Zweck
das Produkt y*vy iiber alle Ortskoordinaten r,,
r,... der Elektronen, ausgenommen ¥, und 1,
integrieren, ferner iiber alle Spinkoordinaten sum-
mieren. Da das Stérungsverfahren nicht konver-
giert, wie bereits festgestellt wurde, soll nur qua-
litativ untersucht werden, wie der durch die Sto-
rung hervorgerufene Zusatz Aw(r,, t,) zu dieser
Wahrscheinlichkeit vom gegenseitigen Abstand
der beiden Elektronen abhingt.
Aus (15) und (18) schliefit man:

2dp, ¢

Au(r“r2)~_qu 431:6‘ n’ 2;?1

e

[ —;‘ 0, 11+ P 13) 71{ (P r2+ 9" rn)] [ # (Pt + Po'12) '%‘ (py' 1o+ Py rz)]
e e — e (19)

E‘

E ., —
PS8 0

~qu 4ne n? 4 dp, dp,
h®

Fiir weite Abstinde der beiden Teilchen (d. h.

g(rl ty)
sem Integral von dem ersten Gligd e

m fﬁ(rl
4 /7 €
g (p1 - ?‘2 <= g)
|v,—1,| > &/P) riihrt der Hauptbeitrag zu die-

eiﬁ. (' — p' + 9)(’7:_1'2)] °

und von kleinen Werten von g her. Man entnimmt
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aus (14), daB fiir kleine Werte von g das Inte-
gral (19) wie

dg %9("1—1‘2)
Awltl_t,]>ﬁ/[> -~ —f7e (20)

variiert. Also folgt:

Aw)g > 5p ~ — const/|t, — 1, |2 (21)

Die Coulomb-Krifte haben also die Ten-
denz, auch iiber weite Abstinde eine Anniherung
der Elektronen unwahrscheinlicher zu machen.
Diese Tendenz wird sich zwar kaum bis zu be-
liebig groflen Abstinden fortsetzen, da eben die
Divergenz des Stérungsverfahrens bei kleinen g-
Werten zeigt, daB dort schlieBlich etwas anderes
geschieht. Aber es liegt nahe, anzunehmen, dafB
die vom Coulomb-Feld moglicherweise her-
vorgerufene Ordnung der Elektronen durch Ab-
weichungen des Typus (21) von der iiblichen
Wahrscheinlichkeitsverteilung im Fermi-Gas
charakterisiert ist.

2. Die Energie des geordneten Zu-
standes

a) Jede Lokalisierung eines Elektrons bringt
vermdge der Unbestimmtheitsrelation eine kine-
tische Energie mit sich. Diese Beziehung ist fiir
die Elektronen eines Fermi-Gases etwas anders
als fiir ein einzelnes freies Elektron, da zum Auf-
bauen eines Wellenpakets nur unbesetzte Zu-
stinde verwendet werden koénnen. Um diese Be-
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ziehung zu ermitteln, fragen wir zuerst, welche
Art von Wellenpaketen aus den Zustinden auf-
gebaut werden koénnen, die auBerhalb der Kugel
vom Radius P im Impulsraum, aber in der un-
mittelbaren Néahe ihrer Oberfliche liegen; fiir ein
solches Wellenpaket ist dann die kinetische Ener-
gie zu berechnen. Da es sich hier nur um quali-
tative Betrachtungen handelt, geniigt es wohl,
irgendeine plausible Form fiir das Wellenpaket
zu wihlen. Wir werden also etwa voraussetzen,
daB erstens die Amplitude im Impulsraum im
Inneren der Kugel vom Radius P verschwindet
und mit dem Abstand von der Oberfliche der
Kugel exponentiell abfillt; daf sie zweitens ihren
grofiten Wert an einem bestimmten Punkt der
Oberfliche hat und auch mit dem Abstand von
diesem Punkt exponentiell abfillt. Wenn ¢ den
Cosinus des Winkels zwischen dieser ausgezeich-
neten Impulsrichtung und dem Impuls bedeutet,
so soll also die Amplitude im Impulsraum etwa
die Form

ea C—D—p@— P (22)
haben. Das zugehorige Wellenpaket im Koardi-
natenraum hat dann die Form

* aG=D)—p(p— P+~
f(r)=/dpea( —pe=Dt g o

Fiihrt man im Impulsraum die Polarkoordinaten
D, & @ ein und bezeichnet den Cosinus des Win-
kels zwischen t und der ausgezeichneten Impuls-
richtung (die zugleich die Polarachse ist) mit w,
so geht (23) iiber in

L prEn+ VA=A —n) cosg) ¥ alt—1)—g(p— P)

f©= ) p*dpdldype

(24)

Fiir die Auswertung setzten wir voraus, daB pP>1 ist, d. h. da das Wellenpaket sich nur aus
Impulsen in der unmittelbaren Umgebung der Kugeloberfliche zusammensetzt. Ferner soll f(r)
fiir die Félle « > 1 und-a = 0 gesondert berechnet werden.

1. «>1. Hier setzt man zweckmiBig {=1—¢?/2 (e<1) und erhilt, sofern 1>1/) @ ist:

~ iﬁpr(n—f;—nﬂﬂ/l—n2 cosw)—a%—ﬂ(p—P)
f(r)’~"/p2dpfedsd¢e
)
2

¢ %—P.——fsdedweﬁ

ot
2 P n

~ e

R R (R

;> 2 = ~ ]
iPr(n—Z—n+5]/l—n* COS’P)——ai

Pry—

2 .
(25)
(%)’(1 -7 '
oot
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also
P a(Pr/ )21 —1n?
4t T T &+ (Proy/ n)?
b3 26
I OF ~ G e @ + @raiay : o

2. « =0. Hier fiihrt man als Polarachse im p-
Raum am besten die Richtung von r ein und er-
halt:

' —pré“—?(p p)
f@)= anpzdpfdée

. cos——l—‘gn sin
~4zP—— " s
B+

(27)

Zu diesen Ausdriicken kommen noch Normie-
rungsfaktoren, wenn man fordert, daB etwa im
Wellenpaket genau ein Elektron enthalten sein
soll. Diesen Normierungsfaktor bestimmt man am
besten, indem man zuerst den Normierungsfaktor
im Impulsraum aufsucht. Aus (22) erhilt man
ohne Schwierigkeit fiir den Normierungsfaktor im
Impulsraum

V2ap/n PP(1—e 7).

Dementsprechend ist f(r) in (25) und (27) mit

VQaﬁ’/nP2h3(1—e—4a)

zu multiplizieren, wenn |f(t)[2 die Wahrschein-
lichkeitsverteilung fiir ein einzelnes Elektron be-
deuten soll. ‘

Die mit dem Wellenpaket verbundene kinetische
Energie erhilt man aus der Wahrscheinlichkeits-
verteilung im Impulsraum. Dabei interessiert uns
der Uberschuf der kinetischen Energie iiber den
Minimalwert P2/2 m, den das Elektron hétte, wenn
es direkt zur Oberfliche der Impulskugel gehoren
wiirde. Der UberschuB}, der zur Wellenfunktion
(22) gehort, ergibt sich zu

AE,, =P[2m@;

(28)

(29)

(30)
er ist von der Konstanten « unabhéngig.

b) Nachdem durch (30) festgestellt ist, wieviel
kinetische Energie notwendig ist, damit eine Loka-
lisierung eines Elektrons in Wellenpaketen der
Art (26) und (27) ermdoglicht wird, mufl jetzt die
potentielle Energie berechnet werden, die man ge-
winnen kann, wenn man die Elektronen mit Hilfe
solcher Wellenpakete ordnet.

Die energetisch giinstigste Ordnung scheint etwa
von folgender Art zu sein: Wir betrachten den
Ort eines bestimmten Elektrons und nehmen an,
daB relativ zu diesem Elektron die anderen — &hn-
lich wie im Kronigschen Entwurf* — in einer
Art von Kristallgitter geordnet sind in der Weise,
daB sie in Wellenpaketen der Form (26) und (27)
lokalisiert sind, deren Mittelpunkte in einer regel-
miBigen Anordnung um das betreffende Elektron
herum liegen; man kénnte etwa an ein Gitter vom
CsCl-Typ denken, bei dem die Elektronen verschie-
dener Spinrichtung den beiden Ionensorten ent-
sprechen. Dabei wird der Gitterabstand erheblich
kleiner sein als die Grofie gf, die man etwa als
,Radius* des Wellenpakets definieren kénnte (wie
sich durch eine genauere Berechnung der hiochsten
bei dieser Form des Wellenpakets erreichbaren
Dichte ergibt), andererseits natiirlich (im Gegen-
satz zu Kronig) viel groBer als der Gitterabstand
im Metallgitter, mit dem das Elektronengitter nichts
zu tun hat.

Diese Ordnung ist nicht identisch mit einer Ord-
nung, bei der man etwa jedes Elektron dieser ge-
ordneten Phase (das wird jedoch nur ein kleiner
Bruchteil aller Leitungselektronen sein) im Raum
in einem Wellenpaket an einem Gitterpunkt loka-
lisiert. Denn bei der letztgenannten Ordnung ist
die Wahrscheinlichkeit, daBl zwei Elektronen ein-
ander nahe kommen, grofer als bei der erstgenann-
ten. Man konnte aber vielleicht mit der letztge-
nannten Ordnung als ,,0-ter* Naherung beginnen
und dann mit Hilfe einer Stérungsrechnung zu
einer Wellenfunktion kommen, die im wesentlichen
die erstgenannte Ordnung représentiert.

Die erstgenannte Ordnung, um die es sich im
folgenden stets handeln soll, ist auf Grund der
Coulombschen AbstoBung der Elektronen ener-
getisch giinstiger als die gleichméfige Verteilung

~der Elektronen im Fermi-Gas. Zwar sorgt auch

im Fermi-Gas das Pauli-Prinzip dafiir, daB
zwei Elektronen mit gleicher Spinrichtung einan-
der nicht zu nahe kommen kénnen, und dieser
Effekt fiihrt zu einer Verringerung der Aufent-
haltswahrscheinlichkeit eines Elektrons in einem
Abstand von der Ordnung /P von einem anderen
Elektron gleicher Spinrichtung. Aber die genannte



192

Ordnung verringert die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit auch bei Elektronen verschiedener Spin-
richtung. Sieht man zunichst von der Wirkung
der Fermi-Statistik ab, so kann man die Cou-
lomb-Energie in folgender Weise abschitzen.
‘Wenn jeder Gitterpunkt mit einem Wellenpaket
besetzt wire, so erhielte man eine einigermafien
gleichmilBig verteilte elektrische Ladungsdichte,
die durch die Ladungen der Ionen im Mittel zu
Null kompensiert wird. Zu dieser Ladungsdichte
fehlt aber in Wirklichkeit das Wellenpaket an der
Stelle des Elekirons, um dessen Umgebung es sich
handelt. Die Dichte dieses Wellenpakets fiillt nach
(26) in einem Gebiet zwischen Abstinden der Ord-
nung f;]/;und fif wie 1/r2 ab, verhilt sich dort
also, wie es nach (21) zu erwarten ist.

Den Gewinn an potentieller Energie kann man
daher erhalten, indem man die elektrostatische
Wechselwirkung zwischen einem Wellenpaket der
Form (26), (27) und einem in seinem Mittelpunkt
gelegenen Elektron berechnet. So erhilt man fiir
den Gewinn an Coulomb-Energie pro Teilchen
unter Beriicksichtigung von (26) und (29)

AECoulz -
2ap /'ez . .
(B YT )P ar. (1)

Die Auswertung ergibt:

1. fiira>1:
: 2¢a [ g P ]
ECoul h,e (1 —4u lg a + 1’56 ?
(32)
2. fiira =0:
4B, A~ B g2 Pp). (33)

Der charakteristische logarithmische Faktor in
diesen beiden Ausdriicken riihrt von dem Integral
J4mr2dr-e2?/r-1/r2 her, das iiber das Gebiet zu er-
strecken ist, in dem das Wellenpaket wie 1/r2 ab-
fallt. Man kann die Formeln (32) und (33) quali-
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tativ durch die Annahme deuten, dafl die obere
Grenze dieses Gebiets durch r = fh, die untere
durch %1/; bzw. (fiir « = 0) durch #/P gegeben
ist.

Bei dieser Rechnung wurde aber bisher nicht
beriicksichtigt, da die Elektronen der Fermi-
Statistik geniigen. Da diese schon von selbst Ein-
fliisse der Art (21) hervorbringt, wird der Faktor
vor dem logarithmischen Glied von der Fermi-
Statistik verkleinert werden. Diese Frage bedarf
einer etwas ausfiihrlicheren Untersuchung:

Wir betrachten etwa ein gewohnliches Fermi-
Gas und teilen alle Elektronen in zwei Gruppen
ein: solche, deren Impulse kleiner sind als P —AP,
und die Elektronen der ,,Oberflichenschicht* (im
Impulsraum), deren Impulse zwischen P — AP
und P liegen. Die Wahrscheinlichkeit, ein Elek-
tron an der Stelle r; und ein zweites an der Stelle T,
zu finden, ist in der Fermi-Statistik ganz allge-
mein gegeben durch den Ausdruck

w(r, ,1,)=

[n(r)n(r2 51 |n (rl,r2)|],(34)

1
N(N—
wobei N die Anzahl aller Elektronen, n(x) die
rdumliche Dichte (2) und n(r,,1,) die von Dirac
eingefiihrte gemischte Dichte bedeutet:

P A tr—r
9 N il p(r, 2)
n (r1 7r2)273'./dpe *
0

Diesen Ausdruck w(x,, 1,) teilen wir in drei An-
teile: Der erste [die ersten beiden Zeilen in (36)]
soll von der Hauptmenge der Elektronen (|p|<P
—AP) herriihren, der zweite [dritte Zeile in (36)]
von den Elektronen der Oberfliche (P— AP <|p|
<P), und der dritte [die letzten beiden Zeilen in
(36)] von den gemischten Gliedern. Zur Verein-
fachung der Rechnung setzen wir |8 — %] =8
nehmen AP<P an und Vernaehlass1gen alle Glie-
der mit AP3, AP* usw.; ferner sei i/AP > s >h/P,
und wir berﬁcksichtigen nur die jeweils hochsten
Potenzen von sP/#. Dann ergibt sich:

(35)

2
N(N—1)w,,1,) ~ (%31) (P*— 6 P5 AP+ 15 P* AP?)

1 P?cos? (—$~)

9
P? APsin L;? P? AP? cos Egi

27 n7st

+

+

ﬁ383 ht 82
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P2 AP?sin? %
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8ax)* " 2
+(h3 )_9P AP T 2gt it s®
8x\? . ps i aDd (36)
+ 7 (6 P° AP — 24 P* AP?
. 2Ps
1 | PRaPsim i prapr o ps Ps
+ 231:4 ﬁ383 + fits2 (2SIDQT_COSZH—)

Beim Studium von (36) erkennt man zunéchst,
daB die Summe iiber alle fiinf Zeilen rechts nur ein
Glied der Form

P2
T 2xt

cos? (Ps/h)
ﬁz s.«l

ergibt. Die Abweichung der Gesamt-Wahrschein-
lichkeit von der gleichméBigen Verteilung féllt also
sehr schnell mit s ab (wie s—*) und fiihrt daher
nicht zu einem logarithmischen Glied in der Cou-
lomb-Energie. Betrachtet man aber nur die Elek-
tronen der Oberfliche, d.h. die dritte Zeile in (36),
so enthiilt die zugehorige Wahrscheinlichkeit ein
Glied
P2AP* ., Ps
PR R i

das wie s—2 abfiallt und daher ein logarith-
misches Glied in der Coulomb-Energie hervor-
ruft von derselben Form wie Gln. (31) bis (33).
Dieses Glied wird in der Gesamtbilanz aber gerade
kompensiert durch ein Glied in der fiinften Zeile,
das von dem Austausch zwischen den Oberflichen-
elektronen und den iibrigen Elektronen herriihrt.

Im ganzen kann man also feststellen: Allein die
Tatsache, daB in der F ermi-Statistik zwei Elek-
tronen mit gleicher Spinrichtung nicht am gleichen
Ort sein konnen, bewirkt bereits, daf fiir die Elek-
tronen der Oberfliche die Wahrscheinlichkeit die
Form

b

AR — 37
EPE=AE )

w(r ) ~a —
hat, und zwar gilt dies im Bereich /P < |x, —1,|
<n/AP. Dafiir wird aber die Wahrscheinlichkeit,
in der Nihe eines Oberflichenelektrons ein inneres
zu finden, etwas erhoht durch ein Glied der Form

wmm~w+|b”

—_— 38
rlo_r2l|2 , ( )

das gerade ausreicht, um im ganzen die Anderung
der Ladungsverteilung in der Umgebung des Ober-

flichenelektrons so weit zu kompensieren, dafl im
gewohnlichen Fermi-Gas kein logarithmisches
Glied der Form (31) auftritt. Dabei ist noch zu
beachten, dafl die ganzen Anderungen (36) in der
Wahrscheinlichkeitsverteilung von den Elektro-
nen gleicher Spinrichtung herriihren; die Wahr-
scheinlichkeit, ein Elektron entgegengesetzter
Spinrichtung in der Nihe eines Elektrons zu fin-
den, ist vollig gleichméaBig verteilt.

Es fragt sich nun, wie die Funktion w(x,1,)
verdndert wird, wenn man die Oberflichenschicht
des Fermi-Gases dadurch modifiziert, daff man
Wellenpakete der Form (23) an die Stelle der
ebenen Wellen treten 148t und die Wellenpakete
in der beschriebenen Weise ordnet. Zunéchst wird
nach den vorhergehenden Uberlegungen die Ein-
filhrung der Wellenpakete nur auf die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Elektronen entgegen-
gesetzten Spins einen erheblichen EinfluB ausiiben;
die Coulomb-Energie (31) wird bei Beriick-
sichtigung der Fermi-Statistik also im Mittel zu-
nichst etwa halb so grofl sein wie bei klassischer
Statistik. Andererseits wird das Glied (38), das
entgegengesetztes Vorzeichen hat, durch die Ein-
fithrung der Wellenpakete erhéht werden, und da-
mit wird das logarithmische Glied in der Cou-
lomb-Energie weiter verkleinert. Es wire sogar
moglich, daB diese Erhohung des Gliedes (38) den
Energiegewinn (81) iiberkompensiert, so daB kein
Energiegewinn von der Form des logarithmischen
Gliedes iibrig bliebe. Dies mochten wir aber nicht
annehmen, da es moglich sein diirfte, die Wellen-
funktion nur hinsichtlich der relativen Lage der
Elektronen entgegengesetzten Spins relativ zum
gewohnlichen Fermi-Gas erheblich abzuéindern.
Wir glauben daher, daf das logarithmische Glied
(31) noch um einen Zahlfaktor, den wir 2z nennen
wollen, verkleinert werden mufl — wobei 2z sicher
grofer als 2 sein wird —, dafl es aber sein Vor-
zeichen beibehilt. Die Tatsache, daf man durch die
Ordnung in Wellenpaketen nur beider Coulomb-
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Energie der Elektronen entgegengesetzten Spins
einen grofleren Betrag gewinnen kann, hat auch
noch die interessante Folge, dall ferromagnetische
Metalle nicht supraleitend werden sollten; denn
bei ihnen ist die Spinrichtung aller Elektronen bei
tiefen Temperaturen gleich. Tatséchlich ist bisher
kein ferromagnetischer Supraleiter bekannt,

Die néchste Frage ist, welchen Wert fiir » man
als untere Grenze des Integrals dr/r in (31) ein-
zusetzen hat. In (33) sowohl wie im Ausdruck
(37) fiir die'Oberflichenschicht des Fermi- Gases
ist die untere Grenze etwa durch r~1#/P gegeben.

Andererseits istdie untere Grenze in (32)21/5,

und es konnte sich auflerdem bei der genaueren
Untersuchung der Wellenfunktion im Konfigura-
tionsraum ergeben, dafl eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung von der Art (37) sich nur bis herunter
zu Radien von der Grofenordnung der Abstinde
der Elektronen (~ An—1/3) ohne erheblichen Auf-
wand an kinetischer Energie fortsetzen 1aft. Fiir
die mehr qualitativen Schliisse der folgenden Ab-
schnitte macht es keinen allzu grofen Unterschied,
welchen der drei genannten Radien man unter dem
Logarithmus einsetzt, und wir werden daher will-
kiirlich als untere Grenze r~ /P benutzen.

Die Fermi-Statistik bewirkt auch, daB die
Dichte An der Supraleitungselektronen bei ge-
gebenem f einen gewissen Wert nicht iibersteigen
kann. Da das Wellenpaket im Impulsraum nach
(28) ein Volumen der Grébenordnung = P2
(1—e—%2)/2a8 ertiillt, wird man in der iiblichen
Weise fiir die maximale Dichte

dn~aP(1—e ') [aBh? (39)
setzen konnen; die Dichte im Phasenraum iiber-
steigt dann nirgends den Wert 2/h3, wie es nach
dem Pauli-Prinzip sein mufB. So erhilt man
schliefilich fiir die gesamte Energiedichte der ge-
ordneten Phase:

»
2 e?

P
uzdn[wnﬁ—nﬂﬁzlg(?ﬂP)] (40)
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eine reine Zahl ist; v=P/m bedeutet die Geschwin-
digkeit der Elektronen. fiv/e2? wiire im Wasserstoff-
atom genau gleich 1; hier kann fiv/e2 groBer oder
kleiner als 1 sein, je nach dem Wert der effektiven
Masse der Elektronen in dem betreffenden Energie-
band. Der Faktor zx/4 wird jedenfalls grofer als
1 sein, sein Wert kénnte aber nur durch eine sehr
viel genauere Rechnung ermittelt werden. In (40)
ist ferner nicht beriicksichtigt, daf die An Elek-
tronen auch in der ungeordneten Phase eine ge-
wisse kinetische Energie iiber P2/2m hinaus hit-
ten, die in der Energiedifferenz zwischen der ge-
ordneten und der ungeordneten Phase zu subtra-
hieren wére. Da eine dhnliche, durch das Pauli-
Prinzip bedingte Energie aber vielleicht auch bei
den Wellenpaketen auftritt, und da sie sicher klei-
ner ist als das erste Glied in (40), haben wir sie in
dieser groben Abschitzung weggelassen.

c¢) Bevor die Gln. (40) und (41) auf das gestellte
physikalische Problem angewendet werden, muf}
der Genauigkeitsgrad der ihr zugrunde liegenden
Abschitzung diskutiert werden. Zunichst folgt
schon aus der Art, wie hier die Unbestimmtheits-
relation beniitzt worden ist, da Faktoren von der
GroBenordnung 1 in allen Gliedern der Formel zu-
gelassen werden miissen. Dariiber hinausgehend
kann die Ableitung der Gln. (40) und (41) nur im
Sinne eines Ritzschen Verfahrens verstanden
werden; es ist ja nicht gezeigt worden, daf sich
eine Wellenfunktion des Gesamtsystems, die der
beschriebenen Ordnung entspricht, wirklich ein-
stellt, sondern es kann nur gezeigt werden, daf der
so geordnete Zustand energetisch giinstiger ist als
der normale Zustand des Fermi-Gases. Ferner
ist nicht einmal gezeigt worden, daB es eine Wel-
lenfunktion gibt, die zu der postulierten Wahr-
scheinlichkeitsverteilung im Konfigurationsraum
fithrt. Allerdings wiirde die Aufstellung einer sol-
chen Wellenfunktion grundsitzlich Betrachtungen
iiber den vieldimensionalen Konfigurationsraum
erfordern und damit zu erheblichen mathemati-
schen Schwierigkeiten fiithren.

Wellenfunktionen fiir die Elektronen im Metall,
die auch die Wechselwirkung der Elektronen be-
riicksichtigen sollen, sind schon friither von Wig-
ner und Seitz® aufgestellt und untersucht wor-
den. Die Wellenfunktionen, an die wir bei der
Theorie der Supraleitung denken, kénnten gegen-
iiber dem Ansatz von Wigner und Seitz etwa in

¢ E. Wigner u. F. Seitz, Physic. Rev. 46, 509
[1934]; E. Wigner, Physic. Rev. 46, 1002 [1934].
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folgender Weise beschrieben werden: Ahnlich wie
dort sollte die Wellenfunktion ein Produkt von
zwei Determinanten sein, wobei jede Determinante
sich auf die Elektronen einer Spinrichtung bezieht.
In jeder Determinante sollen, im Gegensatz zu
Wigner und Seitz, als Elektronenzustéinde ein-
fach die iiblichen ebenen Wellen der Diracschen
,,oee stehen, nur die ebenen Wellen der Ober-
flache der ,,See” sind durch Wellenpakete zu er-
setzen, deren Mittelpunkte den Cs- bzw.Cl-Kernen
eines CsCl-Gitters groBlen Gitterabstandes (10 A
und mehr!) entsprechen. Aullerdem miilite wohl
das Produkt der beiden Determinanten noch
multipliziert werden mit einem Faktor der Art

ko, k_
I (1 — g — )

B g E

(die Indices k__ bzw. k_ beziehen sich auf die
Elektronen positiver bzw. negativer Spinrichtung
an der Oberflache der ,,See), der dafiir sorgt, dafl
die Elektronen entgegengesetzter Spinrichtung
einander nicht zu nahe kommen. Dies wire ein
moglicher Ansatz fiir eine solche Wellenfunk-
tion; die Auswertung wiirde zu grofien mathe-
matischen Schwierigkeiten fiihren.

Wenn man mit diesen Vorbehalten die G1. (40)
diskutiert, so wird man schliefen, dal sich am ab-
soluten Nullpunkt die Dichte An einstellen wird,
die den Ausdruck (40) zum Minimum macht. Da-
bei kann man zunichst « als gegeben betrachten,
und spéter auch « variieren und u als Funktion
von a zum Minimum machen. Durch Differenzie-
ren findet man aus (40):

2n PP 1—g t¢ —Z—1/2

42
Ao h? a (42)
und
R 2 5 P l_e—4a —2Z—1 )
min " gy p3 a 2z

Wenn die hier diskutierte Ordnung eine Be-
schreibung der supraleitenden Phase sein soll, so
mufl die eben berechnete Energiedichte in der
GroBenordnung iibereinstimmen mit der durch
die Temperaturbewegung verursachten mittleren
Energiedichte der Leitungselektronen in der Nihe
des Sprungpunktes; sie sollte also etwa um den
Faktor (kT /E)2 kleiner sein als.die mittlere
kinetische Energiedichte des Fermi-Gases, wo-
bei T, die Temperatur des Sprungpunktes und
E = P2/2m die kinetische Energie eines Elektrons
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an der Oberfliche der Impulskugel bedeutet. Wenn
man fiir normale Supraleiter kT /E ~10—* ab-
schitzt, so folgt daraus in grober Nidherung

e 2271 1078 anz~87. (9

Ein solcher Zahlwert fiir Z ist zwar héher, als
man nach der Abschédtzung (41) zunéchst erwar”
ten wiirde, aber auch nicht unplausibel hoch. Die
merkwiirdig niedrigen Sprungtemperaturen bei
der Supraleitung wiirden also, wenn die hier ver-
suchte Deutung richtig ist, indirekt eine Folge der
logarithmischen Abhingigkeit der Energiedichte
u von der Ladungsdichte An sein. In der Tat ist
eine Deutung dieser Art wohl die einzige Mog-
lichkeit, zu den gemessenen niedrigen Sprung-
temperaturen zu kommen, wenn man die grofien
Coulombschen Krifte fiir die Ordnung der
Phase verantwortlich macht. Denn die elektro-
statischen Krafte wiirden sonst immer zu Tempe-
raturen mindestens von der Ordnung der Curie-
Temperaturen in Ferromagneten fiihren. Man hat
deshalb gelegentlich versucht, die magnetischen
Krafte fiir die Supraleitung verantwortlich zu
machen. Aber bisher ist keine Wirkung der magne-
tischen Kréfte bekannt, die gegen die viel stir-
kere Wirkung der iibrigen Kriifte einen geordne-
ten Zustand herbeifiihren konnte.

Vielleicht kann man aber zwei empirische Argu-
mente fiir die hier versuchte Deutung anfiihren.
Wenn (43) richtig ist, so hingt T, sehr empfind-
lich von Z und damit von der Besetzung des
Energiebandes und der effektiven Masse ab. Man
sollte also bei verschiedenen Substanzen sehr
groBe Schwankungen von T, beobachten; tatséch-
lich scheinen die Sprungtemperaturen verschie-
dener Stoffe bis zu zwei Zehnerpotenzen ausein-
ander zu liegen (z.B. Hf 0,3°K, Zn 0,7° K,
NbN 20,4° K), wihrend die Curie-Tempera-
turen bei den meisten ferromagnetischen Stoffen
kaum um einen Faktor 4 auseinanderliegen (so-
fern man von der besonderen Gruppe von Stoffen
absieht, bei denen die Magnetisierung nicht durch
die Austauschkraft, sondern durch magnetische
Wirkungen zustandekommt).

Zweitens sollte man bei der Giiltigkeit von (43)
erwarten, daBl die Sprungtemperatur um so héher
liegt, je kleiner Z, d. h. je groBer die effektive
Masse und je kleiner die Geschwindigkeit der
Elektronen ist. Ein Anzeichen fiir einen derarti-
gen Zusammenhang kann man in der Tatsache
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erblicken, daB Verbindungen wie ZrN, NbH, NbN,
MoC einen hoheren Sprungpunkt haben als die
betreffenden reinen Elemente.

d) Der mittlere Impuls, der zu einem Wellen-
paket der Form (22) gehort, betrégt

p=P(Ctg2a—1/20a).

Die Stromdichte, die von den Elektronen in der
geordneten Phase herriihrt, wird dementsprechend

(45)

s=Ane§((Stg2a—1/2a). (46)

Gl. (43) zeigt, daB fiir « der energetisch giin-
stigste Wert a« =0 ist; der stabilste Zustand ist
also auch hier der Zustand ohne Strom. Dies be-
deutet aber noch nicht, daBl sich bei tiefen Tempe-
raturen immer dieser Zustand ohne Strom ein-
stellt. Denn jedenfalls liegt die geordnete Phase
auch bei anderen Werten von « energetisch tiefer
als die ungeordnete. Es héingt zunéchst also von
dem «-Wert des ersten , Kristallkeims® ab, wel-
chen Strom die geordnete Phase erhilt. Die Zu-
sammenstéfe mit dem Ionengitter werden dann
zwar gelegentlich Elektronen aus der geordneten
Phase entfernen und wieder andere Elektronen in
diese Phase hereinbringen. Da aber neue Elek-
tronen nur in Wellenpaketen mit dem gleichen a-
‘Wert gebunden werden konnen, besteht kaum
Aussicht, daB sich der Strom der geordneten Phase
durch Zusammenstofe mit dem Ionengitter merk-
lich #ndern konnte, sobald einmal viele Elektronen
in die geordnete Phase iibergegangen sind. Wiedie
spiteren Rechnungen zeigen, ist es auch denkbar,
daBl bei von Null verschiedenen Temperaturen
unter dem Sprungpunkt ein von Null verschiede-
ner a-Wert thermodynamisch stabil ist, obwohl
der Zustand tiefster Energie o« =0 ist. Diese
thermodynamischen Fragen bediirfen noch einer
ausfiihrlichen Untersuchung.

" 3. Thermodynamische Fragen

Bei von Null verschiedenen Temperaturen héngt
die Energie, die man gewinnt, wenn man Elektro-
nen aus der ungeordneten in die geordnete Phase
tiberfithrt, auch von der Temperatur ab. Denn
selbst wenn die geordnete Phase praktisch keine
angeregten Zustinde besitzt, so dafl von ihrer
spezifischen Wirme ganz abgesehen werden kann,
so hat doch die ungeordnete Phase eine spezifische
Wirme. Die mittlere Temperaturenergie der un-
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geordneten Phase wird nun in zweierlei Weise
durch die Uberfithrung von Elektronen in die ge-
ordnete Phase verindert; erstens nimmt diese
Energie ab, weil die Anzahl der Elektronen in der
ungeordneten Phase geringer wird, und zweitens
werden den Elektronen in der ungeordneten Phase
angeregte Zustinde durch die geordnete Phase
weggenommen, da diese Zustinde dann besetzt
sind. An den Stellen der Oberfliche der Impuls-
kugel, die ven den Wellenpaketen des geordneten
Zustandes bedeckt sind, werden die angeregten
Zusténde, die sonst fiir die spezifische Wiarme
mafigebend sind, ganz oder zum Teil besetzt sein,
die spezifische Warme wird also um einen von
dieser bedeckten Oberfliche und von An abhingi-
gen Wert verkleinert. )

Leider ist es wohl ganz unmoglich, diesen
Effekt abzuschitzen, solange man keine wirkliche
Theorie der geordneten Phase besitzt. Wir wollen
daher rein empirisch vorgehen und die Frage
stellen, ob man einen formalen Ansatz fiir den
temperaturabhéingigen Teil der Energiedichte an-
geben kann, der die tatsichlichen Verhiltnisse
befriedigend darstellt. Wir bezeichnen mit Au,
die- Differenz der Energiedichten der geordneten
und der ungeordneten Phase. Dieser Wert Au,
muf} absolut genommen gréfer sein als u in Gl
(40), da die mittlere Energiedichte der ungeord-
neten Phase mit wachsender Temperatur steigt,
und zwar proportional zu 7T2. Ferner soll der
Ausdruck (1—e—%9)/a, der ein Mal fiir die be-
deckte Oberfliche der Impulskugel ist, mit

¢ —e¢ ') a=0

abgekiirzt werden.

Der folgende Ansatz gibt ein Beispiel, das die
tatséchlichen Verhéltnisse recht befriedigend dar-
stellt:

(47)

A he An? [1 1 2nP30]
T™ 27 Pm O ?g An h3
4 g P
——%ﬁ(ka(éO-{—em-{—...). (48)

Hierin sollen 3 und « Zahlenkoeffizienten der Gro-
Benordnung 1 sein. Anschaulich bedeutet der An-
satz (48), daB die Stellen auf der Oberfliche der
Impulskugel, an denen es Wellenpakete der be-
schriebenen Art gibt, nicht mehr zur spezifischen
Energie der Elektronen beitragen, und zwar un-
abhéingig von der Dichte der Wellenpakete. Wir
miissen nun zunichst die zugehorige Differenz
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der freien Energien (richtiger: Energiedichten)
berechnen. Wenn man annimmt, dal die freie
Energie von T, O und An in der Form

M=—9(0, )+ T 70, 4n) (49)

abhingt, so wiirde fiir die Differenz der Entropien
S gelten

O auf

AS=— 77
___f _ 2Af dO  9Af dAn (50)
- T 20 dT  o4An dT °

Da aber im thermodynamischen Gleichgewicht

2Af|J0=0 - und  JAf/dAn=0 (51)
sein miissen, wird
AS= —94f|dT=—2 T y(0, 4n)  (52)
und Au=Af+ TAS
=—@0,4n) — T? y(0,4n).  (53)

Der Vergleich von (48) (49) und (53) gibt
daher umgekehrt

e Anl 1, 2xP%0
M=o pPm o0 |1~ 7% h3An—]
+ 22T Gy 60 + 09, G

Im thermodynamischen Gleichgewicht muf} die
freie Energie als Funktion von An und O ein
Minimum sein. Man erhéilt also nach (51):

Uf ~4’1[1 1, 2P0 1]
2An = xPm O L' " Z 8 it T2z
=0, (8%)
d. h. wie in (42)
3
A =2 Zsp 0 2712, (56)
Durch Einsetzen in Af ergibt sich:
_ aP® 971
af=— 2wz 0°
4
+ _an (k T)* (00 + € 0*+ ...) (57)
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und aus 3A4f/390=0 folgt:
—2Z—1

o)
2¢ L\2mk T Z

Allerdings kann O nach (47) nicht grofer als 4
werden, fiir tiefere Temperaturen wird also ein-
fach O =4.

6= — a]. (58)

Af =— “mP(kT)
—2Z—1 2
P? 2¢ ] ..
_ f 59
[(2ka) Z o R
4 PP —2z—-1
Af=—— 557 ¢
43\:Pm

(k T)* (40 + 16 ¢)

fiir tiefere Temperaturen.

Aus der Differenz der freien Energien kann
man, wie es Gorter zuerst getan hat, die Tem-
peratur des Sprungpunktes als Funktion eines
etwa vorhandenen duBeren Magnetfeldes berech-
nen. Wenn sich niamlich der Supraleiter in einem
Magnetfeld H befindet, so muB die Differenz der
freien Energien gleich der Arbeit sein, die der
Maxwellsche Druck bei einer Verschiebung der
Phasengrenze zwischen dem supraleitenden und
dem nicht supraleitenden Zustand leistet. Daraus
folgt nach Gorter:

Slﬂ e — :rth(kT)2
—2Z—-1 2
[(2 P/ZT)26 Z —5]’ o
m
d.h.

8 Pm
H= ]/—WkT
—2Z—1
P2 2
[(2ka) - Z _‘5] (61)

fiir 0<4 oder, was das gleiche ist, fiir

o 3212126—2Z—1 32 @* Pm
o mh®Z h?

pr o Z12
= StmyZot89
entsprechend
Mk T)»2[40+16¢ fir T<T,. (63)



198

Bei der eben definierten Grenztemperatur T,
sind H und dH/T stetig, d2H/dT? &ndert sich dort
unstetig von negativen zu positiven Werten;
physikalisch bedeutet T, diejenige Temperatur,
bei der zum erstenmal der geordnete Zustand ohne
Strom (« =0) der thermodynamisch stabilste Zu-
stand wird, wihrend zwischen T, und dem
Sprungpunkt T der thermodynamisch stabilste
Zustand einen Strom besitzt. Der Sprungpunkt
T, (ohne Magnetfeld) liegt nach (61) bei

212
VZo
Der ganze Verlauf der Kurve H(T) ist fiir den

speziellen Wert € =38/8, d.h. T, = T,/)'2 in Abb. 2
graphisch dargestellt. Man erkennt, dal man tat-
sichlich die empirischen Verhé#ltnisse zum min-
desten qualitativ gut darstellen kann. Es mul}
aber nochmal betont werden, dal GIl. (48) hin-
sichtlich der zu T2 proportionalen Glieder ein
willkiirlicher, ad hoc angeschriebener Ansatz,
nicht das Ergebnis einer Theorie ist. Von physi-
kalischen Uberlegungen ausgehend, hitte man
vielleicht eine etwas andere Abhingigkeit der zu
T2 proportionalen Glieder von O und An erwartet;
insbesondere miilte man wohl annehmen, daf
diese Glieder nicht nur von O, sondern auch von
An abhdngen; denn wenn die Dichte der geord-
neten Phase sehr klein wird, kann sie die ther-
mische Bewegung der Elektronen in der ungeord-
neten Phase nicht mehr erheblich stéren. Im gan-
zen reichen eben die Ansétze des Kap.2 zu einer
quantitativen Behandlung des Problems nicht
aus. In Wirklichkeit wird schon die Wellenfunk-
tion der geordneten Phase (also z.B. die Form
des Wellenpakets) von der Wechselwirkung mit
der ungeordneten Phase und damit indirekt von
der Temperatur abhingen.

P2

T, = 2km

(64)

4 Die elektrodynamischen
Gleichungen

a) Die Rechnungen des letzten Abschnitts
haben gezeigt, daf fiir einen bestimmten Tem-
peraturbereich die Entstehung eines geordneten
Zustandes mit Strom energetisch giinstiger sein
kann als die eines Zustandes ohne Strom. Aber
selbst bei tieferen Temperaturen (7' < T,), wo
der Zustand ohne Strom der thermodynamisch
stabilste ist, wird sich bei Vorhandensein eines
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geeigneten , Kristallkeims* hiufig ein Zustand mit
Strom herausbilden, der dann auch nicht mehr
durch Wechselwirkung mit dem Ionengitter in
einen Zustand ohne Strom iibergehen kann. Im

X —

r— 4 %

Abb. 2. Kritisches Magnetfeld in Abhingigkeit von der
Temperatur.

allgemeinen wird es also in einem Supraleiter,
auch wenn er makroskopisch stromlos ist, stati-
stisch verteilte Stromfiden geben, deren Strom-
dichte nach (46) und (56) die GréBenordnung

e P*

s~ -~
m h®

e 2712 (< 10° Amp/em?)

(65)
hat. Diese Stromféiden werden eine dhnliche Rolle
spielen wie die WeilBschen Bezirke beim Ferro-
magneten. Wir betrachten nun ein Gebiet, das
kleiner ist als diese Bezirke, und fragen, wie sich
dort ein etwa vorhandener Strom zeitlich ver-
dndert. Die Antwort wird qualitativ etwa folgen-
dermaflen lauten: Eine Stromdichte, die grofer
ist als (65), wird durch die ZusammenstoBe der
Elektronen mit dem Ionengitter abnehmen, bis ein
Wert der Ordnung (65) erreicht ist, dann wird
sie konstant bleiben. Oder anschaulich: Wenn
durch ein &uleres Feld das Fermi-Gas in Be-
wegung gesetzt worden ist, so wird es sich durch
die Zusammenstofe mit den Ionen ,,abkiihlen“
und schlieBlich an irgendeinem ,,Kristallkeim‘ in
der geordneten Phase ausfrieren. Dieses Verhal-
ten kann man qualitativ etwa durch eine Glei-
chung von dem Typus

8 s—s,

ig=——"
(o S

(66)

darstellen, worin 8 die Stromdichte im Bezirk,
o die gewdhnliche Leitfihigkeit und s, einen Be-
trag der GréBenordnung (65) bedeutet. Wenn ein
duleres Feld € vorhanden ist, so tritt an die
Stelle von (66) :

S

;,g:@_is_“_o
o

(67)
S

In den beiden Gleichungen ist A ein Maf fiir die
Tragheit der Elektronen und hat den Wert
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A=m/ne?, (68)

wobei n die Anzahl der Leitungselektronen pro
Volumeneinheit und m ihre effektive Masse be-
deutet. Wenn nun urspriinglich die Stromdichte 3
vorhanden war, so werden bei normalen elektri-
schen Feldern die Abweichungen der Stromdichte
von 3, dauernd sehr klein bleiben. Man setzt da-
her zweckmiBig 8 =38 + 48 und betrachtet ge-
trennt die Komponenten von 48 parallel und senk-
recht zu . Dann gilt in hinreichender Néherung:

143 =G B [
I g

o
243 =G, . ]

Um die makroskopische Stromdichte zu bekom-
men, mull man jetzt noch iiber die verschiedenen
Stromfiden mit verschiedenen Richtungen und
Werten von 8 mitteln. Die Beitréige zur makro-
skopischen Stromdichte i, die von 48, herriihren,
wollen wir i, nennen, die Beitréige, die von A3,
herrithren, i,; also i,=48 ; i,=48,. Da alle
Richtungen von 3, gleich wahrscheinlich sind,
wird

(69)

G 2

1 _
:?@ und ©l=—3‘@

So ergibt sich schliefilich:

) 1 i
}vdlnldt = '—3—@ — —”.
¢ (70)

2
;u d' dt — = .
i/ 3 ¢
Digse Gleichungen berechtigen uns, i, als die nor-
male Stromdichte, i, als die Supraleitungsstrom-
dichte zu bezeichnen. Die zweite der Gl. (70)

2

dijdt = 5+ € (71)

unterscheidet sich von der entsprechenden Lon-
donschen Gleichung nur durch den Faktor von
@, der hier den Wert 2ne2/3m hat, wihrend er
bei London ne2/m betrigt, wobei n aber bei
London die Anzahl der Supraleitungselektronen
bedeuten soll. Die empirischen Werte des Faktors

7 Vergl.dazu auch frithere Arbeiten, z.B.R.Becker,
G. Heller u. F. Sauter, Z. Physik 85, 772 [1933].

8 W.Meissner u. R.Ochsenfeld, Naturwiss. 21,
787 [1933]; Z. techn. Physik 15, 507 [1934].
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von € in (71), die aus den Versuchen iiber die
Eindringtiefe eines Magnetfeldes in Supraleiter
erschlossen werden konnen, sprechen eher fiir
Werte von n in der GroBenordnung der Anzahl
aller Leitungselektronen. An der Supraleitung
konnen sich aber nach Ausweis der tiefen
Sprungtemperaturen und kleinen Umwandlungs-
warmen kaum mehr Elektronen beteiligen als an
der spezifischen Wirme, d. h. nur etwa der
10—+. Teil aller Leitungselektronen. Die Zahl n
im Faktor X kann also kaum etwas mit der An-
zahl der Elektronen in der geordneten Phase zu
tun haben, sondern er bedeutet die Zahl aller
Leitungselektronen; der Faktor 2/, kann wegen
der Unsicherheit der experimentellen Daten und
ihrer Auswertung wohl einstweilen nicht an der
Erfahrung gepriift werden.

Dagegen zeigen die Experimente eindeutig eine
Zunahme von }, d. h. eine Zunahme der Eindring-
tiefe? mit Anniherung an den Sprungpunkt. A
scheint bei T'=T, unendlich zu werden. Diese
Zunahme wird durch Gl. (68) nicht wieder-
gegeben. Es ist aber wahrscheinlich, dall eine ge-
nauere Behandlung der Verhiltnisse in der Nahe
von T, die GIn. (68) und (70) durch einen kom-
plizierteren Zusammenhang ersetzen wiirde. Denn
in der Néhe von T, scheinen O und An nach (58)
zu verschwinden; die Supraleitungsstrome miis-
sen also schon deswegen eine dickere Oberflichen-
schicht erfiillen (und das Magnetfeld tiefer ein-
dringen), weil die Dichte An der Supraleitungs-
elektronen immer kleiner, ihr Abstand in der ge-
ordneten Phase immer groéfer wird; und man
wird wohl annehmen miissen, dall die Eindring-
tiefe mindestens, sagen wir, dreimal so grof sein
mul wie der Gitterabstand des Elektronengitters.
Die Gln. (68) und (70) gelten also nur in hinrei-
chendem Abstand unter dem Sprungpunkt T, und
besagen, daB in diesem tieferen Temperaturgebiet
) konstant sein sollte, was an der Erfahrung ge-
priift werden kann.

b) Gl (71) enth#lt bekanntlich noch nicht
die Beobachtung von W. Meissner und R.
Ochsenfeld? dall bei der Abkiihlung eines
Korpers im Magnetfeld unter den Sprungpunkt
Oberflichenstrome entstehen, die das Magnetfeld
aus dem Supraleiter verdringen. Um diesen Sach-
verhalt zu erklidren, betrachten wir die Energie-
bilanz in einem Supraleiter unter Beniitzung von
(70), wobei wir der Einfachheit halber e =p =1
annehmen:
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G @rer=— " fares),— [avei,+i)

Dieses Ergebnis kann auch in der Form ausgesprochen werden

. (72)
Y .
:—ﬁfdf[@@]n—fd'l/@)ti”in—l——;"—-{—%lisis).
s . 3i?
@ +8)+ 520 + it |=— fareel,— farZe. as)

oSl

Abgesehen von dem im Poyntingschen Vek-
tor ausgedriickten Energiestrom durch die Ober-
fliche kann also der Ausdruck auf der linken
Seite von (73) durch die Joulesche Warme nur
abnehmen. Wenn nun ein Supraleiter im konstan-
ten dulberen Magnetfeld unter den Sprungpunkt
abgekiihlt wird, so entstehen zunichst durch die
Bildung der geordneten Phase lokale Stréme, die
zu lokalen magnetischen Feldern und, da sie zeit-
lich verdnderlich sind, zu lokalen, zeitlich ver-
dnderlichen elektrischen Feldern Anlafl geben.
Dieser ProzeB wird so lange fortgehen, bis der
Ausdruck auf der linken Seite von (73) seinen
Minimalwert (unter den gegebenen Bedingungen)
erreicht hat. Im Endzustand sind $ und i, zeitlich
konstant, € und 1, verschwinden. Es muf} also

/ d V[
gefordert werden, wobei die Maxwellsche Glei-

chung rot $ =4=t /¢ zu beriicksichtigen ist. Die
Variation gibt:

Sor| L sos+ iusai,]
=/dV[ §05 + o

= 431: 6@[@+—lcrotz]+/df[6pz
=0.

—lz ] = Min (74)

——rot 68:3] (75)

Da das Oberflichenintegral nichts beitriigt, wenn
man die Oberfliche um das Metallstiick herum-
legt, so daf dort i, verschwindet, so folgt

7 crott =0 oder

2
3ic 5.

O+
(76)
roti = —

Diese Gleichung, die zuerst von London an-

gegeben worden ist, beschreibt, soviel wir wissen,
die Verhéltnisse beim Meissner-Ochsenfeld-
schen Versuch richtig. Sie gilt nicht nur fiir kon-
stante, sondern auch fiir zeitlich verdnderliche
Felder 9, da aus Gl. (71) bereits folgt

2

EVTRE @)

rot 1, =—

Der Meissner-Ochsenfeld-Effekt wird hier
also thermodynamisch auf Grund des zweiten
Hauptsatzes erklirt: durch die Feldschwankun-
gen beim Ubergang in die geordnete Phase wird
so viel Feldenergie in J o ulesche Wiarme umge-
setzt, wie unter den gegebenen Bedingungen um-
gesetzt werden kann. Das System stellt sich auf
das Minimum der freien Energie ein.

Bei den Rechnungen dieses Abschnitts wurde
angenommen, dal die elektrischen Felder im
Supraleiter stets so gering sind, daBl die Abwei-
chungen A8 der Stromdichte im einzelnen Strom-
faden vom Wert 8, der urspriinglichen Supra-
leitungsstromdichte stets sehr klein bleiben:
|48[<|8]. In diesem Fall wird wegen der stati-
stischen Verteilung der Stromfiden auch die Ge-
samtstromdichte |i[<|8 | sein. Es entsteht nun
die Frage, ob nicht doch auch Verhiltnisse her-
gestellt werden konnen, bei denen alle Stromfiden
praktisch parallel laufen; d.h. i, = 8. In solchen
Fillen wéren die Gln. (70) nicht mehr richtig. Es
wiirden Sittigungserscheinungen eintreten, die
eine Steigerung von i, iiber 8  hinaus verhindern.

Diese Frage kann man beantworten, indem man
die Stromdichte 8, deren GriéfSenordnung durch
(65) gegeben ist, mit der grofiten Stromdichte ver-
gleicht, die in einem Supraleiter bei Annahme der
Gln. (48) bis (63) und (70) moglich ist. Schon
durch die Gln. (48) bis (63) und (70), (76) ist
ja die Stromdichte nach oben begrenzt, da ein
hoher Strom in seiner Umgebung hohe Magnet-
felder erzeugt und hohe Magnetfelder die Supra-
leitung zerstoren.
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Zunichst soll die maximale Stromdichte, die
durch (48) bis (63) und (70), (76) vorgeschrie-
ben wird, berechnet werden. Dabei betrachten wir
der Einfachheit halber die Verhiltnisse am ab-
soluten Nullpunkt (7 =0) und nehmen an, es
handle sich um den Strom in einem geradlinigen
Supraleiter von kreisformigem Querschnitt (Ra-
dius R). Wegen der im stationédren Falle giiltigen
Beziehungen: '

4, ) 2
rot{'):—c— : r0t18=—gﬁ.§) folgt
. 83’[ ] is

rbrobl, =—ga7 =T 19

oder Ai, =1 /0*,

wobei 1=V 3¢2/8% =V 3c>m/8nne? die ,Ein-
dringtiefe* des Supraleiters bedeutet. Wenn wir
<R voraussetzen, so wird

is::siso e('_m/l und T=~2gx RIli . (79)
Das Magnetfeld an der Oberfliche des Drahtes
wird daher:
21 4= li
T cR T ¢ e

H (80)

Die maximale Stromdichte erh#lt man dann, in-
dem man in (80) fiir H das groBte fiir 7' = 0 mog-
liche Magnetfeld einsetzt, das die Supraleitung
noch nicht zerstort:

. Cc
Zsmax'— 47l max’

(81)

Dieses maximale Feld H hingt nach (57) wegen
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Af = 81—n H__ 2 noch von dem a- bzw. 0-Wert der
Stromfiden ab, die hier die Supraleitung er-
zeugen:

3anP?_,— _7Z_1/2
= ———— 2
H__ — VO e (82)
und
. Pe 0 —z—-12
= _— . 3
famax = Ty 27° (83)

Dieser Wert ist unter Beriicksichtigung von (46)
und (56) zu vergleichen mit der Stromdichte im
einzelnen Stromfaden:

3 Pe

e S g m
m

1
Gtg2a — 7&) (84)

Man erkennt sofort, dal die beiden Ausdriicke
von der gleichen Grofenordnung sind, da bei
T =0 fiir O und « Werte der Gr68enordnung 1 am
hiufigsten vorkommen werden.

Aus diesem Ergebnis folgt: Wenn man in einem
Supraleiter die hochsten Strome erzeugt, die eben
die Supraleitung noch nicht zerstéren, so sind
— wenigstens bei sehr tiefen Temperaturen —
die einzelnen Stromfiden schon zu einem erheb-
lichen Teil parallel gerichtet. Daher mufl man er-
warten, dal bei diesen héchsten Stromdichten
schon erhebliche Abweichungen von den iiblichen
Gln. (70) und (76) der Liondonschen Theorie
auftreten.



